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Travaux Dirigés 10 - Intégrales de Riemann, primitives

Exercice 1 (Questions de cours)

1. Énoncer et démontrer la première formule de la moyenne pour les intégrales.

2. Soit f une fonction continue sur [a, b], où a, b ∈ R, et soit x0 ∈ [a, b]. Montrer que la fonction
F0 dé�nie sur [a, b] par

F0(x) =

∫ x

x0

f(t)dt

est dérivable sur ]a, b[ avec F ′
0(x) = f(x).

Exercice 2

Soient a et b deux réels tels que a < b. calculer
∫ b

a
E(x)dx.

Exercice 3

Soit f une fonction réelle continue sur R.
On dé�nit g sur R par : pour tout x ∈ R, g(x) =

∫ x

0
tf(t)dt.

1. Montrer que g est dé�nie et continue sur R.
2. Montrer que g est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

3. Montrer que si f est une fonction paire alors g est également paire.

Exercice 4

Pour tout entier n ≥ 0 on pose

un =

∫ 1

0

xn

1 + x
dx.

1. Justi�er l'existence de un pour tout entier naturel n.

2. Montrer que un > 0 pour tout n.

3. Montrer que la suite (un) est décroissante et converge vers 0.

Exercice 5

Soit f dérivable sur [a, b] et M > 0 tels que

f(a) = f(b) = 0, ∀x ∈ [a, b], |f ′(x)| ≤M.
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Montrer que ∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ M (b− a)2

4
.

Exercice 6

Soit f une fonction continue et positive sur [a, b], démontrer que∫ b

a

f(x)dx = 0⇐⇒ ∀x ∈ [a, b], f(x) = 0

Exercice 7

Soit f une fonction contiune sur [a, b] telle que pour toute fonction g continue sur [a, b] on ait∫ b

a

f(x)g(x)dx = 0.

Montrer que f est nulle sur [a, b].

Exercice 8

Soit f : [0, 1]→ R une fonction continue telle que∫ 1

0

f(t)dt =
1

2
.

Montrer qu'il existe α ∈]0, 1[ tel que f(α) = α. On pourra introduire la fonction G(x) =∫ x

0
f(t)dt− x2

2
.

Exercice 9

Soit la suite (un) dé�nie par

un =

n∑
k=1

1√
n(n+ k)

.

Montrer que (un) converge et calculer sa limite.
Même chose avec la suite (vn) dé�nie par

vn =

n∑
k=1

1

n+ k

Exercice 10

Trouver l'ensemble des fonctions continues de [a, b] dans R telles que∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣ =
∫ b

a

|f(x)|dx.
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Exercice 11

En les comparant à des intégrales bien choisies, étudier les suites

un =

n∑
k=1

1

k
et vn =

n∑
k=1

1

k2
.

Exercice 12

En utilisant la formule de la moyenne, calculer la limite lorsque x tend vers 0 à droite de∫ x2

x
e−1/t

t dt.

Exercice 13 (Annale)

Pour tout réel x > 0 on considère l'intégrale :

I(x) =

∫ √
2x

√
x

ln(t2)dt.

1. Montrer que I est bien dé�nie.

2. On �xe un réel x > 0. Donner un majorant et un minorant dépendant de x de la fonction
t 7→ ln(t2) sur l'intervalle [

√
x,
√
2x].

3. Quelle est la limite de
√
x ln(x) lorsque x tend vers 0 ?

4. Montrer que l'application I :]0,+∞[→ R admet une limite à droite en zéro que l'on déter-
minera.
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