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Suites

Exercice 1 (Question de cours)

1. Soit (up)nen une suite numérique. Ecrire avec des quantificateurs les assertions suivantes :
(a) (un)nen converge vers [ € R.
(b) (un)nen diverge vers +oo.

2. Montrer qu’une suite convergente est bornée.

3. Donner un exemple de suite bornée et qui ne converge pas.

Exercice 2

Déterminer la monotonie des suites dont le terme général est :

lan:% 2bn:m 3.Cn:\/n+ _\/ﬁ

Exercice 3

Montrer en revenant & la définition quantifiée de la limite d’une suite que les suites dont le
terme général est le suivant sont convergentes (et déterminer leur limite) :

1. un:%

p— n
2. vy = n+1

_ 1
8- Wn = T
Exercice 4

Etudier la convergence des suites dont le terme général est :

1. a,=(-1)" 3. ¢, = (;Jlr)ln 5. e, = @, reR
2. b, = 32;2 4. d, = (%)" 6. fur1 = 7rf, avec r € RT
et fo =1

Exercice 5

On définit la suite (Sp,)nen par

S—1+1+1—|— +1
" 2 3 n’

En considérant Ss, — S,,, montrer que (S,) diverge vers +oc.



Exercice 6 (vrai ou faux)

On donnera une démonstration ou un contre-exemple & chacune des assertions ci-dessous.

ot

1. Si une suite est positive et non majorée, elle admet pour limite 4oco.

2. Une suite & termes positifs qui tend vers 0 est décroissante & partir d’un certain rang.
3.
4

. Si une suite a une limite strictement positive, tous ses termes sont positifs & partir d'un

Une suite qui diverge vers +oo est croissante & partir d’un certain rang.

certain rang.

Une suite non bornée est divergente.

6. Soient deux suites (un)nen €t (Up)nen vérifiant (Vn € N, u, < wv,) et lim (u, —v,) = 0.

n—oo
Alors les deux suites convergent et ont méme limite.

Si (un)nen st une suite croissante & termes réels telle que (u,1 — Up)nen converge vers
0, alors (un)nen converge.

Exercice 7

Construire une suite u de terme général u,, = v, - w, convergente et telle que 'une des deux
suites (v )nen OU (wy)nen soit divergente. Méme probléme avec u,, = v, + wy,.

Exercice 8

Soit (un)nen une suite réelle telle que les suites (uon)nen €t (Uon+1)nen convergent vers le
méme réel [. Montrer que (u,,) converge vers .

Exercice 9

Montrer qu’une suite convergente a valeurs dans N est stationnaire (c’est a dire constante a
partir d’un certain rang).

Exercice 10

Montrer qu’une suite réelle divergeant vers +oco admet un plus petit élément.

Exercice 11

Montrer qu’une suite monotone dont une sous-suite converge est convergente.

Exercice 12

Soit r € R tel que 0 < r < 1. Montrer que la suite (r"),en converge vers 0.

Exercice 13

Soit (u,)nen une suite de réels strictement positifs. On suppose que

1.
2.
3.

u
Uy N—00
Montrer que si [ < 1, alors u,, — 0.
Montrer que si [ > 1, alors u,, — oc.

Montrer que dans le cas [ = 1, on ne peut pas conclure.

Exercice 14

Soient (u,)nen €t (vn)nen deux suites convergeant respectivement vers [ € R et I’ € R avec
I < I'. Montrer qu’a partir d’un certain rang, u,, < v,.



Exercice 15

Donner ’expression du terme général et la limite de la suite récurrente réelle (u,)nen définie
par :
1. ug = 0 et pour tout n € N, vy, 41 = 2u,, + 1.

2. ug =0 et pour tout n € N, vy, 11 = “TH

Exercice 16

Soit f une application bornée de R dans R. Pour tout entier naturel non nul n, on pose
M, =sup{f(z),z € [-1/n,1/n]} et m,=inf{f(x),z€[-1/n,1/n]}.
1. Prouver que ces deux suites sont monotones.

2. Sont-elles convergentes 7
3. Donner un exemple oil elles n’ont pas méme limite.

Exercice 17 (Théoréme de Césaro)

Oun suppose que (u,)nen+ est une suite réelle convergente de limite [ € R. On va étudier la
suite (vp,)nen+ définie par
ul + P + un
—

Up =

1. Supposons ! = 0. Montrer que (v,,) converge vers 0.

2. Plagons-nous dans un cas plus général ou ! € R. Montrer que (v,) converge vers [. Ce
résultat est connu sous le nom de théoréme de Césaro.

3. La réciproque de ce théoréme est-elle vraie 7 Justifier.

Exercice 18

Soit (un)nen la suite définie par ug = 1 et w11 = up + u% pour tout n > 0.
1. Montrer que cette suite est bien définie.

2. Montrer que (u,) est croissante.

3. Montrer que (u,) diverge vers +oo.

Exercice 19

Soit (uy)nen la suite définie par ug = 1 et u,11 = /1 + u, pour tout n > 0.
1. Montrer que cette suite est bien définie.

2. Montrer que (u,) est majorée et croissante.

3. Calculer la limite de (uy).

Exercice 20
Oun définit deux suites (ay)nen+ €t (bn)nen+ par
ap=1,b1=2,b, = a"%ﬂ)“l et a,b, = 2 pour tout entier n supérieur a 2.
1. Montrer que les suites réelles ainsi définies sont rationnelles.
2. Calculer les premiers termes de chacune d’entre elles ainsi que la différence a,, — b,,.

3. Montrer que la suite (an)nen+ est & termes positifs, croissante et majorée par V2 et que
(b )nen- est décroissante et minorée par v/2.

4. En déduire que (a,)nen+ €t (by)nen+ convergent vers v/2.



