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Analyse 2 - Suites et intégrales
Travaux Dirigés 5 - Suites (partie 2 - suites adjacentes, de Cauchy)

Exercice 1 (Question de cours)

1. Enoncer et démontrer le théoréme des suites adjacentes.
2. Soit (uy)nen une suite. Ecrire avec des quantificateurs que (u, )nen est de Cauchy.

3. Enoncer le critére de Cauchy.

Exercice 2

Construire une suite u de terme général u,, = v, - w, convergente et telle que I'une des deux
suites (vUp)nen Ou (Wy )nen soit divergente. Méme probléme avec w,, = v, + wy,.

Exercice 3

On définit deux suites réelles (u,)nen €t (vn)nen par

3, + vy, 3V, + Up,
—_— Uy = —.
4 ) +1 4

1. Montrer que pour tout n € N, v, < upt+1 < Vpg1 < Upe

ug < vg, et Upy1 =

2. Montrer que u,, — v, converge géométriquement vers 0.

3. Montrer la convergence des deux suites.

Exercice 4 (Moyenne arithmetico-géométrique)

Soient a et b dans RT. On définit les suites (an)nen €t (bn)nen & valeurs dans RT par

a, + by,
e

1. Montrer que pour tout n € N*, a,, < by, puis a, < ant1 €t b1 < by,.

ag=a, byp=">b, et any1=+apby, bny1=

2. Montrer que pour tout n € N, b, 11 — an+1| < by — anl/2.
3. Que dire des suites (an)nen €t (bn)nen?

Exercice 5 (Point fixe)
Soit f une fonction continue de R dans R telle qu’il existe k €]0, 1], tel que :

V(z,y) eR?,|f(z) = f(y)] < Kz —yl.
1. Montrer que la suite récurrente définie par
ug € R, Un+1 = f(un)7

est une suite de Cauchy et converge vers I'unique point fixe de f.



2. Soit f(z) = /2 — x une fonction définie pour z €]0,2[. Montrer que f est dérivable, puis
que f’ est décroissante sur |0,2[. Que vaut f’(7/4)? Donner un encadrement de f’ sur

10,v2].

3. Déduire de la question précédente qu’il existe k < 1 tel que pour tous z,y €]0, /2],
(@) = F(y)] < klz —yl.
4. Soit (un)nen une suite définie par
uo €]0,V2], Uns1 = V2 — tn.

Montrer que (u,)nen est bien définie, et que pour tout n € N, u,, €]0,+/2], puis étudier la
convergence de cette suite.

Exercice 6

Soit (uy)nen une suite bornée a valeurs réelles. On pose

limsupu, = lim sup{ug,k > n},
n—00 n—00

liminf u,, = lim inf{ug,k > n}.
n—oo n—00

1. Montrer que limsup,,_, ., uy, et liminf,_, . u, sont toujours définis.
2. Montrer que si (v, )nen €st une autre suite bornée, alors

lim sup(u,, + v,) < limsup u,, + limsup v,,.
n—00 n—o00 T —00

3. Montrer que si limsup,, .. 4n = iminf, o 4y, alors (u,),en converge.

Exercice 7
Soient (un)nen+ €t (vn)nen+ deux suites définies par :
n
1 1
=D =t

1. Montrer que les suites (uy, )nen+ €t (v, )nen+ sont adjacentes. On note e leur limite commune.

2. montrer que pour tout n € N*,
1
nlu, < nle < nlu, + —.
n

3. En déduire (par I’absurde) que e est un nombre irrationnel.

Exercice 8
Soit (uy,) la suite définie par la donnée ug =1 et :
(n+2)u,

Vn €N, uyyy =14 T2/
ne y Up+1 +2(n+1)

—

. Caculer uy, ug, us, ug, us.

[\

. Montrer par récurrence que :
Vn > 2, u, > 2.

3. Montrer que la suite décroit pour n > 5.
. En déduire que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.

>



