UPMC 1MO01 Analyse et algebre pour les sciences 2013-2014

Feuille 6 : Polynomes

Exercice 1. Résoudre les équations suivantes :

1. Q* = XP?, d’inconnues P et Q dans K[X].

2. P(P(x)) = P(X), d’inconnue P € K[X].
Exercice 2. Déterminer les polyndmes P vérifiant les relations suivantes :

1. P(X?2+1) = P(X). 3. P(X?) = (X?+1)P(X).

2. P(2X +1) = P(X). 4. (1-X)P(X)—-P(X)= X" olineN.
Exercice 3. On considere la suite (P,)

nen de polynomes définie par :

PyX)=1,P(X)=X et Poo(X)=2XP,1(X)— Py(X).

Préciser Py, P3 et Py.
Déterminer le terme de plus haut degré de P,.

W=

Etudier la parité des polynomes P,.
4. Montrer que pour tout n € N, § € R, P,(cos(6)) = cos(nf).

Exercice 4. Soit n € N* et w = /(1)

P=ay+a X+ - +a,X" € C[X]

une racine (n+1)-ieme de l'unité, et soit

1. Soit { € N. Calculer Zwkl en fonction de .
k=0
2. En déduire la valeur de P(1) + P(w) + --- + P(w"™).
3. Calculer de méme P(1) + w *P(w) + - - + w™ """ P(w").

4. On pose M = sup |P(z)|. Montrer que pour tout k € {0,...,n}, |ax| < M.
|z|=1

Exercice 5. Soit (P,)n,en+ la suite de polynéomes définie par
P(X)=X—-2 et VneN' P,,=P2-2

Notons a.,, b, et ¢, les coefficients de 1, X et X 2 dans P,.
1. Calculer aq, by et c;.
2. Soit n € N*. Calculer a1, byy1 et c,p1 en fonction de a,, b, et c,.
41 1
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Exercice 6. Montrer que pour tout entier naturel n, il existe un unique polynéome P,, € R[X] tel que P,, — P, =
X™. Exprimer les coefficients de P,, & ’aide de nombres factoriels.

3. Montrer que pour tout n > 2, a, = 2, b, = —4"" ! et ¢, = 4772

Exercice 7. Soit P € C[X] un polynéme non nul tel que
P(X*)+P(X)P(X +1)=0.
1. Montrer que si a € C est racine de P, alors a® l'est aussi.
2. En déduire que a = 0 ou bien que a est racine de 'unité.
Exercice 8. Soit n € N* et P € R[X] un polynéme de degré n + 1 possédant n + 1 racines réelles distinctes.
1. Montrer que son polynéme dérivé P’ possede exactement n racines réelles distinctes.
2. En déduire que les racines du polynéme P? + 1 sont toutes simples dans C.
Exercice 9. Soit P = X% —6X3 +9X2 +9.
1. Décomposer X* —6X3 +9X? en produit de facteurs irréductibles dans R[X].
2. En déduire une décomposition de P dans C[X] puis dans R[X].

Exercice 10. Factoriser dans C[X] puis dans R[X] les polynémes suivants :

1 X*—1, 2. X% -1, 3. (X2 -X+1)2+1.
Factoriser dans R[X] les polynomes
1 X°— X? 43X -3, 2. X1+ X7 41, 3. X% -1

Exercice 11. Résoudre dans C I’équation z® — 8z2 + 23z — 28 = 0 sachant que la somme de deux des racines
est égale a la troisieme.



